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1 Espérance conditionnelle discréte

Soit X et Y deux v.a définies sur un méme espace de probabilités. On
suppose que Y est une v.a discréte. Si X est intégrable, on définit alors
U'espérance conditionnelle de X sachant Y comme la variable aléatoire :

Y| =3 E[X|Y =y] 1y,
v

E [.\'

on IE -|Y:y} est l'espérance sous la probabilité conditionnelle

P(lY =y):
= E[X1{y=y)]

c [‘\’NY =y = P(Y =y)

Exercice 1 : Somme d’un nombre aléatoire de v.a i.i.d

( L

Soit N une variable aléatoire intégrable a valeur dans IN et (X;);en- une
N

suite de v.a i.i.d de carré intégrable et indépendante de N. Soit S = E A

i=1
1. Calculer E [S ' N] puis E [S].
2. Calculer E [52 ’ N} puis en déduire E [SQ] puis que

Var(S) = E[N]Var(X,) + Var(N)E[X,]?.

3. Retrouvez ce résultat en calculant directement Var (S~N> et en

utilisant la formule de décomposition de la variance :

YL

Var(X) = E [Var (X l Y)] + Var (]E [x

Exercice 2 : Combien faut-il lancer de dés?

On considére le jeu suivant. Vous choisissez un nombre n de dés équilibrés
a 6 faces. Votre score est égale a la somme des résultats des dés si aucun dé
n’est tombé sur 1 et est nul sinon! Quelle est 'espérance du score sachant
qu’aucun dé n’est tombé sur 1?7 Combien de dés avez vous intérét a lancer
pour maximiser votre espérance de gain?

Exercice 3 :

Soit n € IN* et (X;)i1<i<cn des v.a i.i.d intégrables. On pose S, = ZX,.
=1

S,,}.

Calculer B [S,, ,\'1} et E [x.

Indication : comparer les E [X, Sn] pour 1 <i<n.

Exercice 4 :

Soit X; et X, deux variables aléatoires de Poisson indépendantes et de
parameétre \; et \,.

1. Quelle est la loi conditionnelle de X; sachant X, + X, ?

2. Calculer E [X1 | b o - ,\'2].

2 Espérance conditionnelle a densité

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles telles que (X,Y) ad-
met une densité f : R* — R, par rapport a la mesure de Lebesque

2-dimensionnelle. La densité marginale de Y est fy(y) = / flz,y)dr.
R



Alors, pour tout ¢ : R — R mesurable :

E [¢(X)

V] = [ o) (e Ve,

[(z,y)
f)’(y)

Exercice 5 : Variables aléatoires sur le disque unité

ou fxy(r,y):= est la densité conditionnelle de X sachant Y = y.

Soit (X,Y’) un vecteur de R* distribué uniformément sur le disque fermé
de rayon unité. Calculer la densité conditionnelle de X sachant Y.

Exercice 6 :

Soit X et X, deux variables aléatoires Exponentielles indépendantes et
de paramétre .

1. Queli®est la densité de probabilité de X; + X, ?
2. Quelle est la loi conditionnelle de X; sachant X; + X5 ?

Exercice 7 :

Soient U; et U, deux variables aléatoires indépendantes de méme loi
U0, 1]. On pose X = min(Uy,Us) et Y = max(Uy, Us).

Calculer E [X ' Y} et | [Y ' X].
Exercice 8 : Calcul d’espérances conditionnelles

Calculer E [X

m
1. f(z,y) = '\/;Ie_y2/21{0<y<x}

YJ lorsque la loi du couple (X,Y’) admet la densité :
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1 T
2. f(z,y) = ;eXP(—Z — Y)1j0,+002(Z, Y)

12
3. f('rvy) = 31(2 s Jow L’/)l]o.l{?(fa y)

Exercice 9 : [Un exercice de I’examen de 2013|
Soit (X,Y’) un vecteur aléatoire de densité :

f(z,y) = 4y(z — y) exp(—(z + y)) Ljo<y<z} -

Calculer E[X|Y] et P [X < l‘Y = y].

3 Espérance conditionnelle : cas général

Soit X une v.a réelle intégrable sur un espace probabilisé (Q, F, P) et
G C F une sous-tribu. On définit ’espérance conditionnelle de X sachant

g, notée E [X } g], comme 'unique variable aléatoire G-mesurable véri-
fiant que :
VAeG, E[X14 =E [13 [X ’ g] 1_4] .

Si Y est une v.a définie sur le méme espace et est a valeur dans un espace
mesurable (E, £), on définit :

E [XM =F [X

a(¥)|,
ou oY) := {Y'(A), A€ £} C F est la tribu engendrée par Y.

Exercice 10 :

Montrer que cette définition générale coincide avec les définitions vues
précédemment pour les cas discrets et a densité.
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Exercice 1 : Somme d’un nombre aléatoire de v.a i.i.d
Soit N une variable aléatoire intégrable a valeur dans IN et (X;)en- une A/ (/ N 6&'5 m\/_c /0; [/0&‘//3‘ {1; , //’/)
suite de v.a i.i.d de carré intégrable et indépendante de N. Soit S = Z X;.

1. Calculer E M ], s E[S]. 5 - L g

2. Caleuler r‘[ } \'] 1 déduire E [5?] puis que /U Xl o v

) = E[N|Var(X,) + Var(N)E[X, ]2 S, (w)= X (&)« r></\/("b>
3. Retrouvez ce résulta -alculant directe t Var (5'\) et en A/ t
utilisant la formule de (I(wuxnpusilinn de I;n variance :
0/\ MéL 5'; gnc—//{/( (P(A/:m} 70}

Var(X) = E [Vm‘ (x| ))] +Var (E [.\' l }D ;

N Clod de E[SylN]
19 Lupe: On olovte F(Sn I N=rn) avee nel

= ELA Tl PR - ECBTL)
(P (M=-n) (ACA)
- (:/[ S,\ /[/I\/:ml (S 7/ e _ S\-/V(cu) 4[/1/:W(Gu)
P(N=mD o s /(/(q/)%n

S ey (&) & M=Den

S\{\ M"L 1"\0([/;) O(L 4[”;—1/\

(P(/zm) "

Frobimed ELSy W] 2 5 W] Ty
% AECXl] 4/7\/‘

nNEE

E(Sy] = £CeTS, W]
ELSIN] aab Lwwqu va  S(W) retw=il
o qui véntie . ELS, 7/,3] = E(ELS I vy ]
on B¢ o) 2 partiibior forsgue =T
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ELECSwI] = E(<] E Ty
- ECxY < o~ ®(W= )
ﬁr = A P(V =1 =0

=N

done E(Syl=é[xd & ~ Pw=n)

AC Y

ECSu) = ELWVIELR]



