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Exercice 1 : Autour de la convergence en loi
Soit (X, ),cw une suite de v.a dans R? et X une v.a dans R,
e ot 1
L. Rappeler la définition de la convergence en loi notée X, — X.
n—oo

o e . : .
2. Montrer que si X, — X et que f: RY — R* est continue, alors
n—oo

f(Xn) 25 £(X)

3. On rappelle que la convergence en probabilité implique la conver-
gence en loi. Inversement, montrer que la convergence en loi
vers une constante ¢ € R? implique la convergence en proba-
bilité vers ¢. On pourra utiliser la fonction continue bornée

1
f(z) = min (l. =z - r||> et linégalité 1j,_¢>. < fo(z) valable

pour tout r dans RY.

Exercice 2 : Convergence en loi du maximum de v.a i.i.d

On rappelle que pour des variables aléatoires réelles

Xn LN (FA\'"(J‘) — Fx(z), pour tout z ot Fy est continue)
n—bao n—o0

Soit (U, )new une suite de v.a i.i.d. On définit :
X, = max(Uy,...,Uy).

L. On suppose que Uy ~ U([0,6])
(a) Calculer la fonction de répartition de X,,. (On pourra se souvenir
de l'exercice 2 de la feuille de TD 4.
(b) Montrer que i
n(0 — X,) Loy
0 n—oo

o Y suit une loi exponentielle de parameétre 1.

2. On suppose que U; ~ (1)

(a) Calculer la fonction de répartition de X,,. (On pourra se souvenir
de l'exercice 3 de la feuille de TD 4.

(b) Montrer que
X, —logn 2N Z,
N—oo
ou Z suit une loi de Gumbel caractérisée par sa fonction de

répartition
Vz eR, Fz(z)=¢°".

Exercice 3 : Convergence en loi pour des v.a continues

Soit (Xn)nen une suite de v.a dans R de loi donnée par une densité Fa
et X une v.a dans R? de loi donnée par une densité f. On rappelle que si

fn converge presque partout vers f, alors X, L
n—oo
1. On suppose que X, ~ &(A\,) et que A\, — A. Montrer que
n—o0
X, 22 £,

n—00

2. Onsuppose que X, ~ N(tn, 0,) et que (ptn, 0,) — (2, o). Montrer
n—oo
que X, % N(p, o).
n—oo
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Exercice 4 : Convergence en loi pour des v.a discrétes Exercice 5 : Convergence en loi de v.a discrétes vers une v.a

Soit (X, )new une suite de v.a dans N et X une v.a dans IN. On rappelle continue et vice-versa

que ) Soit (Xp)new une suite de v.a réelles.
Xn n’?mi X = (Vk €N, P(X, =k) S P(X = k)) . 1. On suppose que X, suit une loi uniforme sur {1, ...,n}. Montrer que

Xn

24 ([0, 1)).
n n—o0

1. On suppose que X, ~ B(n,p,) et que np, — 6 avec 0 € R,.
n—oo

Montrer que X,, % Poi(6)
0o

Une société de location de voitures a calculé que la 2. On suppose que X, ~ G(pn) et que np, el 6 avec 6 > 0. Montrer

2. Application :
probabilité qu'une de ses voitures louée ait un accident est égale a que X
0,2%. On suppose que les accidents sont indépendants les uns des L oty £(6).
autres. Chaque jour, 1000 voitures de la société sont en circulation. LR R
On note N le nombre de voitures accidentées. 3. On suppose que X,, ~ N(0,0,) et que o, s 0. Montrer que
(a) Quelle est la loi de N'?
X 2Se

(b) Donner une valeur approchée de la probabilité pour qu’il y ait
au moins 5 voitures accidentées dans la journée.
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Exercice 1 : Autour de la convergence en loi

Soit (X, ),en une suite de

Convergunce an Lo

1. Rappeler la définiti

2. Montrer

>< NN = ,Px

Zm 2. o{\m vortabl aﬁ’a/o{rt o0 encodee o e medurc

, Xa v lams R

J(‘&,C/M 0’“&/\ (x) —> j(‘Rp{f()() 0“'?< (=) (1/7” C@m(w bornce
L= — EL/(<)]

®><4,\ —> D V= ou P ath conkinee

-
(

M'élbykz 1&;« —S—D /PX

Fun G —> T (2) Ve od T 8k confima
CH  diseeh | ><m/>< a:_uovg@(/lﬂ O{MAW

Viell, IP(xzu) —> (P(x=KK)

/

D < x{,\é)x b £ conbira

o Plxn) —> F{x)

St / %bacffe‘/\ conbtinue bornee
On Shudie ELL(L ()] = EL(Fo )]
Comme Lo o kg bormic (pur composibon de fulas cont )
eh bomic cor £ 4 esk
0'owe  E[tlof) ()| —2 E[(Fof)ix)]
o ibilisant L cormckinsabon o X, 5w par s Febus

Con " bormld
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On o Aidest que (%) />/(><)

2 =L
SMonleer e Ecprogue partielle
Si xS et o LS
Solt £720 0 [PUIxp~cl >€) , (X )= mn (1, Ix-y0)
on posc S (x) = min 1, ‘?(ac—u; £ 0

N

<

Oy\ WM ?’(u_ 4/{76—c(>5_ = 4/2 loc-e\2| — /(bc)

= 4/{><,\ cre & 72 (<) p-s
lP(lX,,\—f-122> = EE"(IXA%(}/&] < E{‘/Q(K«BJ _— EC-/Q_{;H

Ponc AP xa—cl =€) —> 0

@fX[Pc,



© Théo Jalabert W

Exercice 2 : Convergence en loi du maximum de v.a i.i.d 2. On suppose que Uy ~ (1)
On rappelle que pour des variables aléatoires réelles (a) Calculer la fonction de répartition de X,,. (On pourra se souvenir
de I'exercice 3 de la feuille de TD 4.

. loi, N X S WA
s o = X = (1-‘\"(.:) ’:)‘ Fx(r), pour tout z ot Fy est (ommut) (b) Montrer que

. i - ) N
Soit (U, )new une suite de v.a i.i.d. On définit : Xy — logn : )
X, = max(Uy,...,Up). ol Z suit une loi de Gumbel caractérisée par sa fonction de
répartition
1. On suppose que Uy ~ U([0,6]) F _em®

i - ) ’ Vz € R, Fy(z) = ¢
(a) Calculer la fonction de répartition de X,. (On pourra se souvenir

de l'exercice 2 de la feuille de TD 4.

(b) Montrer que

11(0—0.\,,) ol y

n—oo

on Y suit une loi exponentielle de parameétre 1.

(um%em/ Voo Lo W = mak ((/((, e W)
A U~ M(Coe)
a) T, (o) = [P(Xnz=)
= IP(U €2, ... Un £5¢)
] 77 PlU o) par ooliponclamce.
S (zP(u(g))n—, ex: Uex)) = (== )A

= (%)A 9C5[—0,Q7 e >0

SE X Lo, P(XaL0c)=0
Si x>0 (P(xal2x)=0P(x co)=1
?_%,,\ x> = (%)n 4(02&\7 '1‘“//

Jo +e=C

2)  Sonlrer que n(&&\XAB = Y Y ~Ex)

(1”/%\ (Dc) = (p(VAQDC) = (P (n%(-ﬂ>4\>¢>

= [P[ Af‘f//’\‘%ﬁc £ ><A> = (= IP( X ¢ 9(1-—’1-))
S - P (- %)
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Sl‘ x <0, a/éOfS ﬁ({/”f‘) > &
dowe Fy (=)= |- Fp (6(-%) =2 -1 =0

- SE >0 pow n omty gramd O L O(1-K) O
done T () = 1= F (601~ %)) = 4 - (2"

-2C

l-¢

Ty () = 4 - (i
P TG — Y 2 (<),

F A Lo’ E(1)

o XD Es gea)

Exercice 3 : Convergence en loi pour des v.a continues

onnée par une densité f, - \
sité f. On rappelle que si X’A - n 0( Ve
1. On suppose que X, ~ &(A,) et que A, — A. Montrer que {P / O(A
n-so —
Xo 42 £(n). xX -

2. Onsuppose que X, ~ N(pin, 0,) et que (pn, 0,) — (i, ). Montrer
R

Rogpel < %\—Pﬁ>;{/ = X N
1 O Sugpose que S é()\@ A DO ok >\,,\ —D> X >0
=>C -AS<
Ceusit: Ly (2) = ( D e T —— e C) 2 €

oonc >~ ﬁ) 5:( )‘)

s\

2 TOEN
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Exercice 4 : Convergence en loi pour des v.a discrétes
Soit (X, )nen une suite de v.a dans N et X une v.a dans IN. On rappelle

que
X, X = (Vk EN, P(X,=k) — P(X = L~)).

1. On suppose que X, ~ B(n,p,) et que np, — 6 avec § € Ry.
n-soc

Montrer que X, LN Poi(#)
n—soo

2. Application : Une société de location de voitures a calculé que la

probabilité qu'une de ses voitures louée ait un accident est égale a

0,2%. On suppose que les accidents sont indépendants les uns des

autres. Chaque jour, 1000 voitures de la société sont en circulation.

On note N le nombre de voitures accidentées.

(a) Quelle est la loi de N'?
(b) Donner une valeur approchée de la probabilité pour qu'il y ait
au moins 5 voitures accidentées dans la journée.

L’) (><’/\>V\6/A/ Vow olisac e [a\wﬁwfsmﬁ///)/ X eW

/D ><,\ v ‘50/\/ PA> (fq /\p,\ — A
Sy X, L5 Ri(®) ,  <~Poi(®) s P(x=K)- %T—e:&

n!

(:(\)—' K (%)}

0’\ é/‘ud&(. [P(X'\: k) = [‘I//l)PAK[’ _’OM)"‘““ 01/: @;\ = AP —>&

Oa \K
= nlad(akeny (S22 )

LTyl ef -y
‘K;,,[“‘Onn 53\( 3 K(‘”QL>K
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Exercice 5 : Convergence en loi de v.a discrétes vers une v.a
continue et vice-versa

Soit (X,)nen une suite de v.a réelles.
1. On suppose que X, suit une loi uniforme sur {1,...,n}. Montrer que

Xn toi
2829 3([0, 1)).
n n—x
2. On suppose que X, ~ G(p,) et que np, — 0 avec § > 0. Montrer
que "5
Xn toi
—n 12 g(p).

n n-co

3. On suppose que X, ~ N(0,0,) et que o, — 0. Montrer que

X 22'0.
kg

) X (§1.,n})
But: ivz‘— SN w(le D)
St F cont® b, E[YO2N] = E[E 7 (530,
:Z —— E ///x,ﬁk
FOLL)

P X~ k)

27’(-”9

L2 (%)

~ ket

>/ D) doe = /‘/(ac) 4/{0 O(x%(x = E(7(x)
IR ’

on X~ C/-E"/‘J

_ 1=e Z%{O*’_(' 0)



