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1 Convergence p.s, en probabilité et dans L?

Exercice 1 : Liens entre les différents types de convergence
1. Montrer que si 1 < ¢ < p alors la convergence dans L” implique la
convergence dans L7,

2. Montrer que la convergence dans L” avee p > 1 implique la conver-
gence en probabilité.
Montrer que la convergence presque stire implique la convergence en
probabilite.
- Montrer que la réciproque des deux propositions précédentes est
fausse en considérant une suite (X,,),cw de v.a réelles indépendantes

1 . 1
telles que pour tout entier 1, P (X, =0) = 1—— et P(X,, = n) = —.
n

I3

. Montrer que la convergence dans L n'implique pas la convergence
presque siire en considérant le contre-exemple précédent mais avec

. 1 . 1
PX,=0)=1--etP(X,=1)=-.
n n

. Montrer que la convergence p.s n'implique pas la convergence
dans L” en considérant le contre-exemple précédent mais avece

P(X,=0)=1- l et P (X,=n?)=
n®

n?’

~

. Cependant, montrer que la convergence p.s accompagnée d'une hy
pothese de domination que I'on précisera implique la convergence
dans L?. Quel est le nom de ce théoréme ?

Remarque : La convergence en probabilité ainsi que la convergence dans

L? implique la convergence presque-sire d'une sous-suite.

La convergence en probabilité plus une hypotheése d'uniforme intégrabilité

implique le convergence dans LP.

Exercice 2 : Convergence d’un estimateur

Soit (Up)new une suite de v.a iid de loi uniforme sur [0,6] avec 0 €
R, un paramétre inconnu que 'on cherche a estimer. On s'intéresse a la
consistance de |'estimateur défini par -

X, = max(Uy, ..., Uy)-
1. Calculer la fonction de répartition de X,.

2. Montrer que

5 pa
Xo — 0.
-0

On dit que l'estimateur est consistant.
3. Montrer que la convergence a lieu aussi dans L” pour n'importe quel
p=:l

Remarque : X, est U'estimateur du maximum de vraisemblance

Exercice 3 : Record de crue d'une riviére.

On s'intéresse au record de hauteur d'inondation d’une riviére que 'on mo-
délise de la fagon suivante. On considére une suite de v.a réelles (H,)pen
iid de loi exponenticlle de parameétre 1 (H, représentant la hauteur
d’inondation en métres lors de la n-éme crue). On s'intéresse au record de
crue, c’est a dire a
Ry=mtx(Hy; o)
1. Calculer la fonction de répartition de R

n-

2. Montrer la convergence en probabilité suivante :

R" P
—_—
logn n—x

Remarque : on peut en fait monter qu'il y a convergence p.s et ce meme
si on remplace I'hypothese H,, ~ (1) par P(H, > ) ~ e™*
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2  Convergence dans L? et LGN

Exercice 4 : CNS de la convergence dans L? vers une constante
Soit (X, )new une suite de variables aléatoires de carré intégrable, et a € R
une constante. Montrer que X, L—?> a si et seulement st E[X,] — a et
Var(X,) = 0 o

Indication : utiliser une décomposition de E[(X, — a)?| faisant apparaitre
E[X,] et Var(X,).

Exercice 5 : Convergence dans L’ de la moyenne de Bernoulli

Soit (X,)),en une suite de v.a id.d de loi de Bernoulli de paramétre p €
[0.1)

1. En utilisant I'exercice 4, montrer que

1 n ,2
- Xi — p.
n nosoc
=1
2. On suppose maintenant que les variables X, ne sont plus indépen-
dantes mais seulement deux a deux indépendantes. De plus, on sup-

pose que leurs paramétres p, peuvent différer. En utilisant I'exercice

n
; 1 "
4, donner une CNS pour que la suite | — E X; converge dans
n
=1 nelN
L?* vers une variable aléatoire constante que I'on précisera.
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Exercice 6 : Loi (faible) des grands nombres

Montrer la loi faible des grands nombres : Si (X,)nen est une suite de v.a
i.id dans L?, alors :
n
s W s
— X. — E[X].
n n—o0

=1

Indication : on pourra utiliser le résultat de I'exercice 4.
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Exercice 1 : Liens entre les différents types de convergence R&k@@(/l (/Q/

1. Moutrer que si 1 < ¢ < p alors la convergence dans L” implique la
convergence dans L9,

o

Montrer que la convergence dans L” avee p > 1 implique la conver- > >< (—— /> H ><,\ >< “'0 ) 0
gence en probabilité n "\ )
Montrer que la convergence presque sire implique la convergence en <_> C‘[_X X p
probabilite &‘/
Montrer que la réciproque des deux propositions précédentes est /
fausse en considérant une suite (X, ), de v.a réelles indépendantes — l P P
telles que pour tout entier n, P (X, = 0) 'I——(l]_”\ n)=-— P —_—
n
Montrer que la convergence dans L? n llll])]l([m pas la convergence
presque siire en considérant le contre-exemple précédent mais avec S
. 1 . 1 L& 9 < lg = |
PXo=0)=1—-etP(X,=1)=- . = — S (IX 7 — {7(///0
n n
Montrer que la convergence ps n'implique pas la convergence g‘o"t LPC Lq
dans L" en considérant le contre-exemple précédent mais avec

13

o

1 no 1
P(Xp=0)=1-= et P(X,=n%)=—
n= n*<

Cependant, montrer que la convergence p.s accompagnée d'une hy
pothése de domination que 'on précisera implique la convergence
dans L”. Quel est le nom de ce théoréme ?

D Bt (P (1
: (L 9< p
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Méthode 2 ( Fzbon)
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Exercice 4 : CNS de la convergence dans L? vers une constante

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires de carré intégrable, et a € R
v AR s
1e constante. Montrer que X,, — a si et seulement si E[X,] = a et
N
Var(X,) =0
Indication : utiliser une décomposition de E{(X,, — a)?] faisant apparaitre
E[X,] et Var(X,)

Soit (ym\r\e[{\//\/_a\ dorr (2 5
R&PP&(i Norme ((X((Lz = I(xIl, = EC(X@

)(‘/\,—L\)X Cﬁ% E{(Xﬂ—xlzj —> 0

V\ D 2
></\ —> O~ Q'_—-> N
oY) l/(X,,\ —D>0

N=> o

E [Ixn-e?]
Q /m'm o\pp/\mt‘fﬂ Vs conce 6(’ &Sﬁf\m"c&

eliwae] = £ (% - £0e) e G0’
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Exercice 5 : Convergence dans L’ de la moyenne de Bernoulli

Exo b
Soit (X,)new une suite de v.a i.i.d de loi de Bernoulli de paramétre p € [XO
[0,1)

1. En utilisant I'exercice 4, m““i“‘] que <>< V\B ne (W Sl/\/:ﬁl' 0<‘L- AN ,.‘ '- ) 0{ X/\ - B(p)
1 , 12
P pelo ] o pS+(-p)&, =1

2. On suppose maintenant que les variables X, ne sont plus indépen-
dantes mais seulement deux & deux indépendantes. De plus, on sup-

—
L ; LES:.~ . f/ X | = P
pose que leurs paramétres p, peuvent différer. En utilisant I'exercice

n
1 ”
{, donner une CNS pour que la suite | — E Xi converge dans
n
=1 ;

N
L~ vers une variable aléatoire constante que I'on précisera

But: =2 &5 £[x]

n

=> SE=] — €e[x]

R N—=>e=
V(XV\) N O
~N—> c®

E&Z\I = 7‘\‘ é E[X('j = C [XI] oo G <¢ Sont /o(wfc'queuz«f s b butes
i<

2 | 3 ' > 0
\/M(XW} - 2 VM(Yl) = A (/M(X,) _/—;_ g
n =T W \/\2_\_; N >
Z(/N(X:) W}(ZGL-L

N . — (/9_
Por L exercie l;, <, —> P

N —D oo

2> OV\ - QU\]OPOQC’ P(M QU\L «&/A ><¢. SO/\(.L, (-,l.-A .
O~ sufpose que Os <, Conl 2580 ndipenddan S
e X :B(P) . P 6[:0/(]

ER])-+Z2E6:-% 2 »

~n N
U = v (R 2%, 52 <)

[aN
|

( o} (
V@Z cov (i, x3)= 77 cov (X, ><£>+7zé v (<, %)

’éfCJér\
\ . Vo (7<)
Comme Db = sontE dpur o dews sndlepeolats o,

— ~ cov (xi, >) =0
done UCRn) = L S VGR) =0 2 piC-p)
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Exercice 6 : Loi (faible) des grands nombres

Montrer la lot faible des grands nombres : Si (X, ),en est une suite d

iid dans L?, alors

Z X, = EX)

EXO 6 Indication : on pourra tiliser le résultat .Ah“ l"cwn‘u'v |
. . 2
(X(/\ V\e[,\{ W S(,U.,éc Ao v r.(_A 0(0‘»/"‘/5 L
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