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Exercice 1 Exercice 3 ‘
On considére (X,Y) un couple de variables aléatoires de densité f ®? 5 R, Soit (X.Y) un couple de variables al¢atoires de densité
definie par :
flz,y) =X (”3 "“”2)
kz?y si (z,y) € (-1,1] x [0,1], (z,y) = Ae :
f:(z‘y)»—&{ ! )_ ( E()E(>
0:ngn; 1. Déterminer A, la loi de X et laloi de Y. COU xl/ - £ xy - X ‘{
1. Déterminer la valeur de k. 2. Donner la fonction caractéristique de (X,Y).
2. Calculer les densités marginales de X et de Y. 3. Calculer Cov(X,Y) et étudier I'indépendance de X et deY.
3 Déterminer la fonction de répartition jointe du vecteur (X, Y) fierdceri
4. Déterminer les fonctions de répartitions marginales de X et de Y Soit X, Y deux variables aléatoires indépendantes de loi A(0,1).
5. Les variables aléatoires X et Y sont-clles indépendantes ? 1. Déterminer la matrice de covariance de (X.Y).

2. On considére le vecteur aléatoire (U, V) = (X + 2Y,3X — Y). Déterminer
la matrice de covariance de (U, V)

6. Calculer P ((I.y) € [0; 1/2]2),

. Combien vaut P(X <Y)?

Exercice 5
Exercice 2 R Soit D = {(z.y) € R%,0 < z < y}. Pour tout (z,y) € R?, on pose
On considere la fonction f: R* — R donnée par :
flz,y) = e Vip(z,y)
ac T Vsi0<zr <Ly,
0 sinon.

f-‘(f»y)H{

. Vérifier que f est la densité d'un couple (X, Y') de variables aléatoires.

1
2. Quelles sont les densités marginales de X et de Y ?
3
1

1. Déterminer a pour que f soit la densité d'un couple de variables al¢atoires ) . . ) -
(X.Y) . Les variables X et Y sont-elles indépendantes?
oS v s XetY =X -elles indépe! o5 7
2. Déterminer la fonction de répartition jointe du vecteur (X,Y). - Les variables X et ¥ — X sont-clles indépendantes?
; : ' 5. Les variables X + Y et Y - X -elles g antes ?
3. Déterminer les densités et fonctions de répartition marginales. 5. Les variables X + )\'” ¥ X sont-elles indépendantes
4. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes? 6. Les variables Y et v sont-elles indépendantes ?

5. Pour tout y € R, déterminer la densité conditionnelle de X' sachant
Y =i




Exercice 6
Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées

X
de loi exponentielle de paramétre A (A > 0). On pose U = X +Y et V = YTy

1. Déterminer les lois de U et de V.

2. U et V sont-elles indépendantes? Donner la matrice de covariance du
couple (U, V).

Exercice 7
Soit X, Y et Z trois variables aléatoires. On suppose que les trois couples (X, Y),
(Y. Z) et (X, Z) ont le méme coefficient de corrélation p. Montrer que I'on a

1
p2-5.
2
Indication : On pourra, dans un premier temps, supposer que les v.a. X, Y et
Z ont méme variance.

Exercice 8
Soit X et Y deux variables aléatoires.

1. Déterminer a € R tel que E [(Y — a)?] est minimum.
2. Montrer que
o(a,b) =E[(Y - (aX +b))?]
. . L PX YOy
Ry ¥ y= B - B PEEY
ox ox
3. Soit maintenant Y, Xy, ..., X, des varables aléatoires indépendantes de
L’(P). Déterminer ay, ..., a,, b€ B qui minimisent

admet un unique minimum en a =

E[(Y = (a1 X1 + ... + anXn +b))?]
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Exercice 9

Soit Xi,...Xn, Y, Z des variables de L?

On appelle coefficient de corrélation partiel de Y et Z contre X, ... X, le co-
efficient de corrélation linéaire des vanables Y et Z privées de leurs régressions
lincaires (notées Y et 2) par rapport a (X1, ..., Xn)-

Montrer que ce coefficient est égal a :

v[z-z‘]

(e}

ot

v [)' -]

ot a désigne le coefficient de corrélation linéaire de Y par rapport aux variables
Xty Xny 2

L~
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Exercice 5
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Exercice 6
Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées O/\ (~ >< [P y s
X

de loi exponentielle de paramétre A (A > 0). Onpose U = X +Y et | — -
| Ny e BANY L Y~ EUN)

1. Déterminer les lois de U et de V

2. U et V sont-clles indépendantes? Donner la matrice de covariance du

couple (U, V) _—>\(x&9’> 4
%%,Y (i/% - -»t ‘[Rz+
<
W=y Ve

) e peet B iy (i
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[Lscarcice

Exercice 7
Soit X, Y et Z trois variables aléatoires. On suppose que les trois couples (X,Y),
(Y.Z) et (X, Z) ont le méme coefficient de corrélation p. Montrer que l'on a

S 1
P )

Indication : On pourra, dans un premier temps, supposer que les v.a. X, Y et
Z ont méme variance.
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Exercice 8
Soit X et Y deux variables aléatoires

1. Déterminer a € R tel que E [i)' - n?2] est minimum.

2. Montrer que

o(a,b) = E [(Y - (aX +b))?]

OX,YOY wiv w vy PXYO

admet un unique minimum en a = EXYTY b= E(Y) - E(X )/—)—

ox ax
3. Soit maintenant Y, Xy, ...,.X,, des vanables aléatoires indépendantes de
L?(P). Déterminer ay, ..., a,,b € B qui minimisent

. >
+ an X, +b))?]

E[(Y - (a1 Xy +

E=0s e cows Chorpitoe 1.



