m&\:&? © Théo Jalabert W
“(heo @i\/ocr Tfaggom ;Qom 2

Exercice 1. Onnote U ~ U (]0, 1]).
1. Quelle estlaloi de V' = —In(U). En déduire celle de W = —In(1 - U).

2. Montrer que R = /—In(U) suit une loi de Rayleigh R(«) dont on précisera le parameétre o. On
rappelle qu'une variable aléatoire suit la loi de Rayleigh R(«) si elle admet une densité de la
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forme: f(x) = (5) e2? Ly | o[-
3. Soient X = Rcos(©) etY = Rsin(0) ou R ~ R(«) et © ~ U ([0,27]) sont indépendantes. Déter-
miner la loi conjointe de (X, Y). En déduire une méthode pour générer deux variables aléatoires

gaussiennes indépendantes.
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Exercice 2. Soit (U,),>1 une suite de variables aléatoires iid de loi U(]0, 1[) et soit A > 0. On note

—In(U,)
A

E, = pour toutn > 1et S, = ZEk

1. Identifier la loi des Ej, puis celle de 5.

2. On pose N = min{n > 0,U1Uz---Un41 < e *}. Montrer que N suit une loi de Poisson de

parametre \.
Hint : on pourra commencer par montrer que { N = n} est le méme évenement que {S1 < 1,53 <

1,---,8, <1,5,41 > 1} puis utiliser le théoreme de transfert.
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Exercice 3. On considere une suite (X,,),,>; de variables aléatoires iid de loi exponentielle de parametre

A > 0. Montrer que la convergence

1 1
—— max X —— —
In(n) 1<k<n n—+oo A\

a lieu en probabilité.
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Exercice 4. Soit f : R — R une fonction continue bornée et o > 0. Calculer la limite suivante

ok
s 10

en utilisant la loi forte des grands nombres.
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Exercice 5. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires iid de loi V'(0,1). On pose S,, = X1+ -+ X,
pournzl.

Sn
—_—— A > .
NG N(0,1) pour toutn > 1

2. Montrer que si X ~ N(O, 1),alors P(|X| > t) < e 3t
Hint : On pou ommencer par étudier P(X > t).

1. Justifier que

3. En utilisant la question précédente, montrer que pour tout & > 3, ona S—TO
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Exercice 6. Soit X ~ N(0,1). Pour a > 0, on pose Yo, = X1|x|<q — X1|x[>a-
1. Montrer que Y, ~ N(0,1).
2. Montrer qu'il existe un unique oy tel que cov(X,Yy,) = 0.

3. Les variables X et Y, sont-elles indépendantes ? Le vecteur (X, Y,,) est-il gaussien?

QX&CLCC £. X~ N(O//” =20, \/ X/[\xwx -¥1 (X
Sock (,( (ime oﬁoéa}"mmm% otmete

EW(\!)) - J PX) e AP ¢ J[/’)” (1S dp
:J CQ(T)%C cbc j Ylz) L é%ﬁ?da{fj J(x)_é_%/&

Sl v 3o -al v lef‘*{ \Z4

j cﬂmé?z&fj %{e de < [l

e d S-e( 3, FoC
R:r?

,ﬂ% (%\ { % ,—>\/M>{(o/4)
2\ Cov (X YV = ECOL) - - (X \L)

—o (G &QVA Sy (ekteen

o g 2
EO0)=-20 7€ e < Tt et o

2
QZ%& = ij 7l



R offhéo Jalabert
Oove Con (1) ElL)=0 anc [ Fetgnd —
A R\ ya

/ 2
Z oplicoyim «wS e A ey ek Shiedont

D ——

~—A 2T CreiSeonte de @‘( C'O/r A\ CO)/[

Oore 31 oy € Jg 1ol kg ELXYL T=0

3) QOU( 0<7£9(o, X>(¥\ (o 630/wa/0(#0(0
Cov(X Y ) =0
Con A => Covl:,)=0

(X, V) mer\ oo Qusien.
X« ¥Y=0 Ac Wl eh X+ )= 2K KL

Ll ch XeY o pon
e & cjz ‘Oc‘&
Ze \edeur m’esy dove pa C& \



